MATEMATICAS II. GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA l;'
Unidad de Aprendizaje V. -

UNIDAD DE APRENDIZAJE V

Saberes procedimentales Saberes declarativos
1. Identifica la simbologia propia de la Concepto de identidad.
geometria y la trigonometria. Deduccién de las identidades basicas.
2. Identifica las unidades para medir Identidades de angulos compuestos.
angulos. Expresiones trigonométricas equivalentes.
3. C(lasifica adecuadamente las identidades Comprobacion mediante procedimientos
trigonométricas. algebraicos

A | Conceptos

Las identidades trigonométricas son igualdades que involucran funciones trigonométricas y se
verifican para cualquier valor permitido de la variable o variables que se consideren, es decir, para
cualquier valor que pudieran tomar los dngulos sobre los cuales se aplican las funciones. Si la grafica de
dos funciones coincide, entonces es una identidad. En cambio, si solamente se cortan en uno o algunos
puntos, entonces se trata de una ecuacién trigonométrica cuyas soluciones son las abscisas de los
puntos de corte.

Segln su forma, las identidades trigonométricas adquieren distintos nombres: identidades
trigonométricas de cociente e identidades trigonométricas pitagoricas.

Identidades trigonométricas de cociente

Las identidades trigonométricas de cociente son dos: tangente y cotangente y tienen la propiedad de
relacionar, por medio de un cociente, las funciones trigonométricas seno y coseno.

Si consideramos el siguiente triangulo rectangulo ABC:

- . Demostracion
Funcion Cociente

c=1

g a=senx
, a _ c
La razén de seno x entre coseno 5 B
de x se cumple para: < X
Tangente A a _ ac < D= cos x A
senx b bc
tanx =
cos x a_a
b b
b
b ¢
La razén de coseno xentre a a
seno x se cumple para: -
Cotangente A b bc
cosx a  ac
cotx =
sen x b b
4" a
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Toma en cuenta que las identidades trigonométricas tangentes y cotangente estan definidas por la
relacion del seno y el coseno por medio de un cociente; en cambio, la funcidn trigonométrica se define
por la relacion, por medio de un cociente, de los catetos de un triangulo rectangulo.

B | Identidades Trigonométricas Pitagdricas

Las identidades trigonométricas pitagéricas se obtienen al aplicar el Teorema de Pitagoras a las
definiciones de las funciones trigonométricas. Son tres identidades y se cumplen para cualquier valor
del angulo x. A continuacién te mencionamos cudles son y cdmo se obtienen.

Para ello nos auxiliaremos de la construcciéon de diferentes triangulos, los cudles se derivan de los
triangulos a partir de los cuales obtuvimos las graficas de las funciones trigonométricas. ;Recuerdas en
el tema anterior el circulo unitario y la construccién de graficas? Si tienes dudas, revisa nuevamente las
actividades de exploracion.

e sen?x+cos?’x=1

Tenemos un tridngulo ABC en donde la hipotenusa es igual a 1, el cateto opuesto es igual a sen x, y el
cateto adyacente es igual a cos x .

B a
senx =—
1
b
sen x : Cosx - I
c A
COos X
Si despejamos:
a=(1)senx ~a=senx b= (1)cosx ~b=cosx

Utilizando el Teorema de Pitagoras:
c2=a?+b?
Sustituyendo:
(1)? = (sen x)? + (cos x)?
1=sen2x+cos?x
o sec’x=tan’x+1

Supongamos que tenemos un tridngulo ABCen donde el cateto adyacente es igual aly el cateto
opuesto es igual a tan x, por lo que la hipotenusa debe cumplir con ser igual a la sec x
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a
tanx = —
1 secx
¢ e
secx = — tan x
1
G A
1
Si despejamos:
a=(1)tanx L a=tanx
c=(1)secx ~c=secx

Utilizando el Teorema de Pitagoras:
c2=a?+b?
Sustituyendo:
sec?x = (tan x)? + (1)?
secZx=tan’x + 1
Con lo que queda demostrada esta identidad.

e csc2x=1+cot?x

C | Demostracion de Identidades Trigonométricas

Como habiamos mencionado,una identidad es una relacion que contiene funciones
trigonométricas. Ademas de las antes descritas —cociente y pitagéricas—, existen otras identidades
que se expresan por medio de una igualdad y que son validas para todos los valores del angulo en los
que estan definidas las funciones.

No existe un método especifico para verificar una identidad, s6lo algunas sugerencias. Para comprobar
las identidades se puede proceder de la siguiente manera:

1. Setransforma uno de los miembros de la igualdad, cualquiera de los dos, en el otro
(generalmente se transforma el miembro mas complicado). Se escriben las funciones en
términos de senos y cosenos.

2. Se simplifica la expresiéon de un lado de la igualdad; 1a otra no se altera. Para ello se sugiere que
se realicen las operaciones indicadas como factorizar, simplificar, suma de fracciones, etcétera.

3. Parapoder realizar las demostraciones deberas tener un completo dominio de las definiciones
de las funciones trigonométricas y las ocho relaciones fundamentales. Saberlas de memoria y
sin dudas, asi como sabes las tablas de multiplicar.
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En la siguiente tabla se resumen las ocho relaciones fundamentales

Senx ) )

senx®cscx = | lanx = sen“x + cos“x =
COS X
COS XY

cosxe*secx=1| colx= sec”.x =]+ tan
Senx

lanx®cotx = | cscx =1+ col” x

Como vimos en la definicién, una identidad trigonométrica es cualquier igualdad que involucra
funciones trigonométricas y se verifica para cualquier angulo. A continuaciéon se te mostraran
algunas identidades trigonométricas, deberas verificar que sean verdaderas.

En los siguientes ejemplos, verds como se pueden demostrar algunas identidades trigonométricas de
acuerdo con el procedimiento antes sugerido.

Ejemplo 1. Demuestra la siguiente identidad:
senx e secx e cotx = 1
Demostracion:

Reescribimos el primer miembro de la igualdad, expresandolo en funcién de senos y cosenos; para
hacerlo utilizamos las relaciones fundamentales.

1 CcoS X
* =
cosx senx

sen x *

Reducimos términos semejantes (simplificamos la expresion).

sen x * COSx
COSXx *sen x

Por lo tanto: 1=1

Ejemplo 2. Demostrar si la siguiente identidad es verdadera.

senx COoSx
+ —

CSCX secx

Demostracion:

Escribimos en términos de senos y cosenos utilizando las identidades reciprocas.

senx Cos x

+ =
1/senx 1/cosx
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Podemos escribir la operacion de la siguiente manera:

senx COS X
S R W

1 1
senx cosx

Liuaa

Efectuando la operacidn de extremos por extremos y medios por medios tenemos:

sen’x+cos?x =1

Por la identidad pitagorica el miembro de la izquierda es igual a 1, por lo tanto

1=1.

Formulario de |dentidades Trigonometria

Ejercicios

ldentidades Trigonométricas Fundamentales
Pitagaricas Reciorocas Cociania
Identidad Despeies Identidad Despejes i eriid ad' Despejes
Senta =1 = Cos “w - Seng = Tane+ Cos o
Sen*o + Cosx =1 Sena+Csca=1 | RO® Caca T‘anqr—sma
Cos*a =1 — Sen‘a 1 T Lesa Sena
Coca= Cosa =
| oo Tang
Tarn'a = Secta—1 R 1 Cosa=CEgo+Sena
Tans + 1 = Secta CosgsSeca =1  Seca E-rgd._‘:““
Tanta = Secle = 1 1 Sena 0s &
Secw = —— Seng = —
Cosa Coga
Ctgta = Cocta =1 1
Tangog = ——
Ogie+l= Cace Tanoe +Ctgo =1 Crg o 1 Cosa»Seca=1
Seco= ——
Ctgta =Cscta = 1 1 Cos o 1
Clgx = Cos@w = —
Tan « Secw
1 Sena+leca=1
Ceca =
Sena
Sena =
L
Identidades Trigonométricas del Angulo doble
Cos2x = XCos “x = Sen'x Sen (2x) = 28enx Cos x
Ztanx Cos 2x = Cos*x = Sen*x
T I Tanea
ldentidades trigonomeétricas la suma y la resta de angulos
Sen(x +y)=8enx Cosy +Cos x Seny Sen(x=y)=Senx Cosy —Cos x Seny
Cos (x +y) = Cos x Cog y= Senx sen y Cos (x =y = Cos x Cos y+ Senx sen y
Tanx + Tan y Tanx =Tan y
T +yl=—————— T -y =—
iz 1=Tanx Tany et Bl b 1+ Tanx Tany

I

Demostraciones:

senx CoOSXx

cscx  secx
tanx + cotx = secx * cscx

3. senf x cotf = cos @
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cotB 1

secB *cotB = cscB
(secA—Tan A)(secA+Tan A) =1

4. cosB  senB =
5. tan A * cot A = cos?A + Sen?A
6 cscf 1

" cotp Ji-sen?p
7. cscZ _ cotZ

secZ

8.
0.

D | Razones Trigonométricas de la Suma y Resta de Angulos

sen(a+ b) = senacosb + cosa senb
sen(a—b) = senacosb —cosasenb
cos(a + b) = cosacosb —senasenb

cos(a —b) = cosacosb + sen a sen b

tana + tanb

tan(a + b) =
an(a +b) 1—tanax*tanb
tan( b = tana —tanb
anta " 1+4tanaxtanb
1. sen 15° = sen(45° — 30°) = sen45°c0s30° — cos45°sen30° = 72 * 73 — 72 * % = g(\/g — 1)
2. c0s15° = cos(45° — 30°) = cos45°cos30° + sen45°sen30° = 72 * 73 + 72 *% = g (V3 +1)

V3
3. tan15° = tan45°—tan30° _ 1-&5 3-y3 2-3
' © 1+tan45°«tan30° 1 V3 3+V3
3
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Equivalencias entre razones trigonométricas

f En funcidn de
sen cos tg cot sec cse
Ll Y iod e il Tt{:i {o) | 41+ [:ut3 (e E::: ‘:::::I = t:sni{r:xl
AnEb = gotial W1 +11;2 {e) | /1 T:::?: () sa:[&} mc:sn :::}F I
we SR e M o T
cot o) = ! s_::a: i «,i'in—TTﬂ{aJ mlall cot (o) ﬁf; VeseZ k=1
sec (o) = m m"{a] NEd 1:+::{ﬂ} sec () %
ot san1[al m 1 ;:i:‘ - R :‘% i
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